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Abstract
In this article, we dene a new combinatorial concept, the sketch of map. Intuitively, the sketch
of map of a rooted map is a map (in a generalized way) which describes how the map \rolls"
itself up round the holes of the surface. Thus the sketch of map is associated with an \innite
cone" of maps, obtained from the given sketch by \enriching" itself in all the possible ways. The
rst part presents the topological operation of extraction of a sketch of map, its properties and
the translation of this operation in terms of operators (derivation, composition) on generating
series. In the second part, we apply this new topological operation to obtain new classications
and associated functional equations for rooted maps, respectively, on the projective plane, the
Klein bottle and the two-hole torus. c© 2000 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
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1. Introduction
L’etude combinatoire des cartes a ete initiee par Tutte, dont les premiers articles
sur le sujet datent de 1962. De facon synthetique ce domaine de la combinatoire fait
l’objet aujourd’hui de plusieurs approches :
1. L’approche topologique est la plus utilisee, et consiste a realiser une operation
topologique sur les cartes, operation qui se traduit par une equation fonctionnelle
dont l’unique solution est la serie generatrice des cartes etudiees et dont la resolution
permet d’enumerer ces cartes. Les travaux realises dans ce cadre sont nombreux,
comme par exemple [1, 4, 5, 7{15].
2. L’approche bijective consiste a mettre en bijection la famille de cartes etudiees
avec une autre famille d’objets pour lesquels on dispose de methodes adaptees.
C’est l’approche developpee en particulier par Cori et Vauquelin (cf. [3, 17]).
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3. L’approche algebrique est recente et a ete developpee par Goulden et Jackson (cf.
[18]). Une carte pointee pouvant e^tre vue comme un couple de permutations (dont
une involution sans point xe) agissant transitivement sur l’ensemble des brins, cette
approche consiste a appliquer les methodes de la combinatoire algebrique du groupe
symetrique dans ce cadre.
Cet article se situe dans le cadre de l’approche topologique. Les premiers travaux dus
a Tutte concernent les cartes planaires soumises a une operation topologique simple.
La serie generatrice des cartes planaires pointees T0;1(v; z) (ou le degre de v correspond
au degre du sommet pointe et celui de z au nombre d’are^tes) est solution de l’equation
fonctionnelle (1), liee a l’operation topologique de contraction de l’are^te pointee (cf.
[21]). Cette equation, si elle est simple, est assez complexe a resoudre mais permet
d’obtenir une enumeration directe des cartes planaires pointees en fonction du nombre
d’are^tes.
T0;1 = 1 + v2zT 20;1 + vz
vT0;1 − T0;1(1; z)
v− 1 : (1)
Cette equation est generalisable simplement aux genres superieurs, i.e. aux cartes
dessinables sur un tore a plusieurs trous. C’est ce que font Walsh et Lehman dans [22].
Ils deduisent de cette nouvelle equation diverses enumerations, ainsi que les valeurs
des premiers termes des cartes pointees pour les genres inferieurs a 5, et contenant
jusqu’a 11 are^tes. Elle est egalement generalisable aux surfaces non-orientables, dont
le plan projectif et la bouteille de Klein forment la base (cf. [5, 7, 9, 10, 13]).
L’approche bijective consiste a etablir une bijection entre la famille des cartes
que l’on desire etudier et une autre famille d’objets que l’on sait denombrer. Cori
et Vauquelin mettent en bijection les cartes planaires pointees avec les arbres bien
etiquetes (cf. [17]). Dans le cadre de cette methode, Arques met en evidence dans
l’enumeration la presence d’un arbre inni, qui se contient lui-me^me a deux niveaux
(cf. [3]). Cette remarque montre qu’il existe une autre equation fonctionnelle que (1),
incluant une composition de fonctions (a la place de la fraction qui appara^t dans (1)
et traduisant cette inclusion a plusieurs niveaux).
Cette nouvelle equation, appelee \equation de composition" appara^t dans [1] pour les
cartes planaires:
T0;1 = 1 + u2zT 20;1 +
uzT0;1
1− uzT0;1 T0;1

1
1− uzT0;1 ; z

: (2)
L’equation (2) trouve immediatement une application puisqu’elle permet, en combinai-
son avec l’equation de Tutte, d’obtenir trivialement l’enumeration des cartes planaires
pointees. Arques et Jacques generalisent cette equation au genre 1, mais la nouvelle
equation ne permet plus de simplier l’enumeration de ces cartes de maniere evidente
(cf. [8]). En revanche, elle met en valeur et permet de mieux comprendre la grande
richesse topologique interne des cartes de genre 1. Les methodes utilisees dans ces ar-
ticles [1, 8] ne permettent pas de facon immediate une generalisation de ces equations
a d’autres familles de cartes, en particulier de genres superieurs. L’objet de la premiere
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partie de cet article est de presenter une nouvelle operation topologique, l’extraction du
schema de carte, qui permet d’obtenir pour les cartes de genres superieurs, orientables
ou non, une generalisation de l’equation de composition.
Dans la suite, nous rappelons dans un premier temps les notions de base de la theorie
des cartes. Le paragraphe suivant presente trois nouvelles operations topologiques, avec
en particulier un nouveau concept, celui de schema de carte. L’operation topologique
d’extraction du schema de carte permet de classer les cartes de la famille etudiee en
fonction de leur schema, chaque classe de cartes ainsi obtenue ayant une traduction
en termes de series generatrices. L’ensemble de ces termes conduit globalement a
l’obtention de l’equation de composition pour la famille etudiee. Enn, nous presentons
des applications de cette nouvelle operation topologique avec trois nouvelles equations
et classications: les equations de composition respectivement sur le plan projectif, la
bouteille de Klein et le tore a deux trous.
2. Denitions
Nous rappelons ici succinctement les quelques denitions necessaires a la
comprehension de l’article. Se reporter a [20] pour des denitions plus detaillees sur
les surfaces, a [5] pour les cartes topologiques non-orientables, et a [1, 16] pour ap-
profondir la notion de carte combinatoire.
2.1. Rappels sur les surfaces
On appelle dans la suite surface, une variete compacte de dimension deux (sans
bord). Le theoreme de classication nous dit que toute variete compacte de dimension
2 orientable est homeomorphe a la sphere ou a une somme connexe de tores, et que
toute variete compacte de dimension 2 non-orientable est une somme connexe de plans
projectifs, ce qui est homeomorphe a la somme connexe d’une surface orientable avec
le plan projectif ou avec la bouteille de Klein (par somme connexe de deux surfaces S1
et S2, nous entendons la surface notee S1 # S2 creee par identication des bords de deux
trous \circulaires" decoupes dans chacune des deux surfaces; la bouteille de Klein est
ainsi la somme connexe de deux plans projectifs). Cette classication se traduit par un
invariant numerique attache a chaque surface S (a un homeomorphisme pres), appele
caracteristique d’Euler (S) et egal a s + f − a, ou s est le nombre de sommets, a
le nombre d’are^tes et f le nombre de faces d’une triangulation quelconque de S. La
caracteristique d’Euler de la somme connexe S1 # S2 de deux surfaces S1 et S2 etant
donnee par la formule (S1 # S2)= (S1) + (S2) − 2, on deduit de la classication
des surfaces, et des caracteristiques d’Euler de la sphere (2), du tore (0) et du plan
projectif (1), celles des dierentes sortes de surfaces donnees tableau 1.
Ainsi, la caracteristique d’Euler d’une surface orientable est toujours paire, alors que
pour une surface non-orientable elle peut e^tre paire (somme connexe d’une bouteille
de Klein et de n tores) ou impaire (somme connexe d’un plan projectif et de n tores).
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Tableau 1
Caracteristiques d’Euler et types des dierentes surfaces orientables et non orientables
Surface Caracteristique d’Euler  Type 
Sphere 2 0
Somme connexe de n tores 2− 2n n
Somme connexe de n plans projectifs 2− n n=2
Usuellement, une surface qui est la somme connexe de n tores ou de n plans pro-
jectifs est dite de genre n, sachant que la sphere est de genre 0. La relation suivante
decrit le lien entre le genre g et la caracteristique d’Euler  d’une surface compacte:
g= 12(2− ) dans le cas orientable;
g= 2−  dans le cas non orientable:
Dans cet article, nous utiliserons la notion de type  d’une surface, lie a la ca-
racteristique  de la surface par =(2 − )=2, et qui presente l’intere^t de l’additivite
(le type de la somme connexe de surfaces est la somme de leurs types).
En orientable, le type et le genre d’une surface sont identiques. En non-orientable,
le type peut e^tre entier (somme connexe d’une bouteille de Klein et de n tores) ou
demi-entier (somme connexe d’un plan projectif et de n tores).
Le type complet d’une surface, appele T, sera le couple (; o) constitue du type
 de la surface et d’un entier \o" nul si la surface est orientable, strictement positif
sinon.
Notation. On note:
T { la surface orientable de type  (somme connexe de  tores);
P { la surface non-orientable de type (= k=2 avec k impair et >1) (somme connexe
d’un plan projectif et de − 1=2 tores);
B { la surface non-orientable de type (= k avec k entier >1) (somme connexe
d’une bouteille de Klein et de − 1 tores).
On utilisera egalement la notation generique ST avec T=(; o), equivalente a T
si o=0, et a P ou B si o>0.
2.2. Carte
2.2.1. Carte topologique
 On appelle carte topologique C sur une surface  de R3 une partition de  en trois
ensembles nis de cellules:
(i) L’ensemble des sommets de C qui est un ensemble ni de points;
(ii) L’ensemble des are^tes de C qui est un ensemble ni d’arcs simples ouverts de
Jordan, deux a deux disjoints, dont les extremites sont des sommets;
(iii) L’ensemble des faces de C qui sont des domaines simplement connexes dont la
frontiere, pour chaque face, est une reunion de sommets et d’are^tes.
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Fig. 1. (a) Dessin \eclate" en perspective d’une crosscap, coupee par un plan orthogonal a l’auto-intersection,
(b) exemple de carte dessinee sur une crosscap stylisee (l’auto-intersection est representee par le segment
horizontal).
 Tout le vocabulaire lie a la surface  est etendu aux cartes: orientable, non-
orientable, ainsi que le type et le type complet.
 Une carte orientable de type 0, c’est-a-dire dessinee sur la sphere de R3, est dite
planaire. Une carte non-orientable de type 1=2 (resp. 1) est dessinee sur le plan
projectif (resp. sur la bouteille de Klein).
 Deux cellules sont dites incidentes si l’une est dans la frontiere de l’autre.
 Le degre d’un sommet est le nombre d’are^tes qui lui sont incidentes (une boucle,
are^te dont les extremites sont confondues, est comptee pour deux dans le degre de
son extremite. Le degre d’une face est le nombre d’are^tes qui lui sont incidentes,
un isthme (are^te incidente des deux co^tes a une seule face) etant compte deux fois.
Dans la suite, une carte planaire sera representee dans le plan, et les autres types de
cartes seront representees en perspective stylisee, ou nous utiliserons une representation
du plan projectif couramment appelee crosscap, presentee a la Fig. 1.
Sur la Fig. 1b une carte non-orientable de type 1=2 est dessinee sur le plan projectif.
Les degres des sommets s1; s2 et s3 sont respectivement 3, 4 et 1. Les are^tes 1, 2 et
4 sont des isthmes. Les degres des faces f1 et f2 sont respectivement 5 (les isthmes
1 et 2 comptent deux fois chacun) et 3 (l’isthme 4 compte deux fois).
2.2.2. Carte pointee
Toute are^te a naturellement deux sens de parcours et deux sens de traversee (ou
co^tes incidents). Il y a donc quatre possibilites de choisir pour une are^te a donnee, un
sens de parcours p et un sens de traversee t. On appellera brin dans la suite, un tel
triplet b=(a; p; t). Une are^te a est donc associee a quatre brins. Etant donne un brin
b=(a; p; t), a sera appelee l’are^te support du brin b, le sommet initial s de a pour le
sens de parcours p sera appele sommet initial du brin b, la face f incidente a l’are^te
a du co^te initial du sens de traversee t sera dite face incidente au brin b (du co^te
t). Lorsque, parcourant a dans le sens p, on parcourt le bord de la face f situee du
co^te initial de t, on denit par continuite un nouveau brin (a0; p0; t0) tel que a’ succede
(pour le sens p) a l’are^te a et (p0; t0) succede naturellement a (p; t) dans le parcours
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Fig. 2. Sens de parcours p1 et de traversee t1, denissant une face incidente.
topologique oriente du bord de f. On appellera parcours oriente d’une face f, une
telle suite ainsi denie de brins successifs (ai; pi; ti) bordant la face donnee f a partir
d’un brin initial (a1; p1; t1) (Fig. 2).
Une carte sera dite pointee si un tel brin b=(a; p; t) est choisi. Le brin b est appele
le brin pointe, ou encore pointage de la carte, et son sommet initial s est appele le
sommet pointe de la carte. La face incidente au brin b est appelee la face pointee (ou
exterieure) de la carte.
On appelle brin parcours le couple (a; p), et brin traversee le couple (a; t). Un brin
parcours permet de denir un sommet initial, tandis que le brin traversee permet de
denir une face engendree, celle initiale au sens de traversee.
Une carte p-pointee au sens des faces est une carte pointee par un premier brin
b=(a; p; t), ou p − 1 brins traversee supplementaires sont choisis et numerotes, les
p faces engendrees etant toutes dierentes. Une carte p-pointee au sens des som-
mets est une carte pointee par un premier brin b=(a; p; t), ou p − 1 brins par-
cours supplementaires sont choisis et numerotes, les p sommets initiaux etant tous
dierents.
Une carte p-pointee au sens des sommets (respectivement au sens des faces) est dite
completee si ses p−1 brins parcours (resp. traversee) ont ete completes canoniquement
(par un algorithme a denir) par un sens de traversee (resp. parcours).
Generalement, si l’on note X une famille particuliere de cartes p-pointees, on notera
X^ une famille de cartes p-pointees completees correspondante. Il existe 2p−1 telles
familles X^ dierentes et en bijection (avec p − 1 pointages \complets" dierents, en
plus du premier). Celles-ci ont toutes des series generatrices identiques, egalement
identiques a la serie generatrice de la famille X .
Deux cartes p-pointees localement orientables de me^me type complet sont dites
isomorphes s’il existe un homeomorphisme de la surface associee appliquant les som-
mets, are^tes, et faces de la premiere carte respectivement sur ceux de la seconde, et
echangeant le pointage et les p − 1 brins parcours (ou traversee, selon le contexte)
choisis, dans l’ordre.
Une classe d’isomorphie dans l’ensemble des cartes p-pointees de type complet
T sera encore appelee carte p-pointee de type complet T. Ce sont ces classes
d’isomorphie, et plus particulierement celles des cartes simplement pointees, que l’on
cherche a denombrer dans la suite.
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2.2.3. Denition combinatoire d’une carte pointee
Nous introduisons ici quelques notations qui seront utiles dans la suite et qui con-
stituent une denition combinatoire associee a la denition topologique precedente.
B etant l’ensemble des brins (il y en a quatre par are^tes de la carte) d’une carte
pointee, on denit les trois permutations ,  et  suivantes:
 L’involution sans point xe  sur B qui a tout brin b=(a; p; t) associe le brin
(b)= (a;−p; t) de me^me are^te support, de me^me sens de traversee, mais de sens
de parcours oppose. Les cycles de  sont bijectivement associes aux co^tes des are^tes
de la carte.
 L’involution sans point xe  sur B qui a tout brin b=(a; p; t) associe le brin
(b)= (a; p;−t) de me^me are^te support, de me^me sens de parcours, mais de sens
de traversee oppose. Les cycles de  sont bijectivement associes aux extremites des
are^tes de la carte.
 L’involution sans point xe =    sur B associe a tout brin b=(a; p; t), le brin
(b)= (a;−p;−t) porte par la me^me are^te a, mais de sens de parcours (−p) et de
traversee (−t) opposes a ceux de b. Les cycles de  sont associes, par paire, aux
are^tes de la carte.
 La permutation  sur B associe a tout brin b=(a; p; t), le brin (b)= (a0; p; t) dont
l’are^te support est la premiere are^te que l’on trouve en tournant autour du sommet
initial s de b dans le sens de rotation induit par t autour de s et dont les sens de
parcours et de traversee sont les \me^mes" que pour b. Les cycles de  sont associes,
par paire (on peut tourner dans les deux sens autour des sommets), aux sommets
de la carte.
 La permutation =  , dont on verie facilement que les cycles sont les parcours
orientes (deja denis precedemment, cf. Section 2.2.2) constituant les frontieres des
faces topologiques de la carte. Par paire, les cycles de  sont associes aux parcours
des bords des faces pointees par le sens de traversee commun aux brins du cycle
(le premier dans un sens, le second dans le sens oppose).
Exemple. Sur la carte de la Fig. 3, les brins sont numerotes. Ainsi un brin b=(a; p; t)
est represente par son numero situe le long de son are^te support a, pres de son sommet
initial (deduit du sens de parcours p) et du co^te de la face incidente du co^te nal du
sens de traversee t. On peut verier cette notation sur le brin pointe numerote 1 et
marque par deux eches. Nous avons:
=(1;−1)(2;−2)(3;−3)(4;−4)(5;−5)(6;−6)(7;−7)(8;−8)(9;−9)(10;−10);
=(1; 2)(−1;−2)(3; 8)(−3;−8)(−9; 10)(9;−10)(4; 5)(−4;−5)(6;−7)(−6; 7);
=(1;−2)(−1; 2)(3;−8)(−3; 8)(4;−5)(−4; 5)(6; 7)(−6;−7)(9; 10)(−9;−10);
=(2;−4;−3)(−2; 3; 4)(1; 8; 9; 10)(−1;−10;−9;−8)(5;−7;−6)(−5; 6; 7):
Nous pouvons egalement determiner les frontieres orientees des faces de la carte:
=(1; 3;−1;−4;−7; 5;−3; 9)(2;−10;−8; 4; 6;−5;−2; 8)(−9)(10)(−6)(7):
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Fig. 3. Un exemple de carte pointee sur le plan projectif.
Dans la suite, un sommet (respectivement are^te, face) sera, selon le contexte, soit
l’objet topologique, soit un des deux cycles pour  (respectivement ,  ) qui lui sont
associes par les denitions ci-dessus.
Le quadruplet (B; ; ; ) constitue la denition combinatoire de la carte topologique
C dont il est issu.
Le type  de la carte topologique C est egal a:
=
1
2

2 +
Z() + Z()− Z()
2

ou pour ! permutation sur B; Z(!) est le nombre de ses cycles. Dans la formule du
type ci-dessus, Z()=2 est donc le nombre d’are^tes de la carte C; Z()=2 le nombre de
sommets et Z()=2 le nombre de faces.
On note egalement (b) le cycle pour une permutation  engendre par b dans B;
si A est inclus dans B et si b est dans A, alors A(b) est le premier brin dans A parmi
(b); 2(b) : : : Ainsi (b) sera la suite des brins constituant l’un des deux parcours
orientes de la face incidente au brin b.
2.3. Series generatrices
On note T;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z) (respectivement P;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z); B;p; n1 ;:::; nk
(u1; : : : ; up; z)) la serie generatrice des cartes p-pointees au sens des faces sur la surface
T (resp. P; B), ou les k (6p) premieres faces, numerotees i de 1 a k, sont pointees
respectivement par au moins 1 brin et au plus ni (>1) brins (non-necessairement
distincts). Les autres (de k + 1 a p), sont pointees par un seul brin. Le degre de ui
correspond au degre de la i-eme face pointee, celui de z au nombre d’are^tes de la carte.
Rappelons que ces series generatrices sont les me^mes que celles des cartes equivalentes
non-completees.
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Par exemple, la serie T0;2;2;2(u1; u2; z) enumere la famille des cartes planaires a
deux faces distinctes pointees, chacune etant pointee par un a deux brins, alors que
la serie T0;2(u1; u2; z) enumere la famille des cartes planaires a deux faces distinctes
pointees, chacune par un unique brin. On peut remarquer que si chaque face est
pointee par un unique brin (ou brin traversee), cette ecriture se simplie naturellement
en T;p(u1; : : : ; up; z) (resp. P;p(u1; : : : ; up; z); B;p(u1; : : : ; up; z)), c’est-a-dire la serie
generatrice des cartes p-pointees sur T (resp. P; B).
Comme pour les surfaces, en utilisant le type complet T=(; o) on denit la serie
generatrice generique:
ST;p; n1 ;:::;nk (u1; : : : ; up; z) =
8<
:
T;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z) si o = 0;
P;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z) ou
B;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z) si o>0:
3. Operations topologiques
La possibilite de traduire une operation topologique sur les cartes en une operation
sur les series generatrices associees est une approche fondamentale de ce domaine. Les
premiers exemples apparaissent dans [21, 1, 8]. La richesse des operations topologiques
imaginables sur les cartes se traduit en une grande richesse d’equations. Sauf pour
le genre 0 (cf. [1]), la resolution des equations de genre quelconque, qui permet
l’obtention de formules closes pour l’enumeration des cartes, se fait par des methodes
purement analytiques et tres complexes (cf. [4, 9, 12]). Cette mise en evidence de nou-
velles equations pourrait permettre d’obtenir des preuves purement combinatoires de
ces formules.
Nous decrivons dans la suite de ce paragraphe plusieurs operations, dont certaines
touchent au cur de la structure me^me des cartes etudiees, operations dont la combi-
naison permettra d’obtenir a la Section 4 de nouvelles equations et enumerations.
3.1. Operation de pointage multiple d’une face
Les cartes contenant p faces pointees distinctes, les k premieres etant multiplement
pointees, c’est-a-dire pointees respectivement par au moins 1 brin et au plus ni brins
(non-necessairement distincts), n’ont pas ete etudiees dans la litterature et aucun resultat
connu ne nous permet d’exprimer les series generatrices ST;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z) quand
n1; : : : ; nk sont dierents de 1. Elles sont cependant importantes pour les equations
que nous allons ecrire et pour realiser les enumerations deduites de ces equations.
La Proposition 1 donne une expression simple reliant la serie generatrice ST;p; n1 ;:::; nk
(u1; : : : ; up; z) a celle ST;p(u1; : : : ; up; z) des cartes p-pointees au sens des faces, de
type complet T. La preuve de cette proposition se fonde sur une interpretation du
pointage d’un brin d’une face en terme de \secteurs angulaires de raccrochage
possibles":
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Fig. 4. Le pointage vu en tant que creation d’un secteur angulaire.
Remarque preliminaire (Interpretation du pointage d’un brin d’une face). Dans les
operations topologiques presentees dans la suite de cet article, un brin pointe servira
de repere pour \raccrocher une autre carte" a l’extremite initiale du brin pointe, selon
la Fig. 4.
On constate ainsi que pointer un brin consiste a augmenter d’une unite le nombre
de secteurs angulaires presents a son extremite initiale (egal a 1 si le brin n’est pas
pointe, a 2 si le brin est pointe une fois) et dans lesquels on pourra xer une nouvelle
carte. On peut iterer cette operation: pointer une deuxieme fois le me^me brin reviendra
a choisir l’un des deux secteurs angulaires pour y inserer une seconde carte, selon la
Fig. 4(b).
Le choix parmi les deux secteurs angulaires possibles dans lequel raccrocher cette
nouvelle carte est analogue au choix de l’ordonnancement des deux brins pointes situes
sur la me^me are^te. Ainsi lorsqu’on considere une face a m are^tes et pointee n fois, en
remplacant les brins pointes par autant de cartes raccrochees en leurs sommets initiaux,
les n + m secteurs angulaires et leur ordre sont en bijection avec les are^tes pointees
ou non dans l’ordre ou on les rencontre en parcourant la face a partir de son brin
pointe.
Le brin pointe b de la carte joue ici un ro^le particulier. C’est le premier brin a
considerer dans le parcours precedent et si son are^te support est pointee k fois, il faut
distinguer les k 0 pointages situes apres le brin pointe b (y compris b) et les k 00=k− k 0
pointages situes avant, c’est-a-dire visites \a la n", quand on parcourt la face a partir
du brin pointe b. Lorsque l’on parle de carte possedant une face pointee \au plus" n
fois, on considere en fait une face pointee exactement n fois (c’est-a-dire faisant l’objet
de n raccrochages de cartes exterieures), les pointages manquant eventuellement etant
les k 00 pointages situes sur l’are^te pointee avant le brin pointe et qui peuvent e^tre
automatiquement ajoutes.
Cette facon de raisonner en termes de secteurs angulaires pluto^t qu’en termes de brins
pointes est preferable car pointer un arc une fois de plus revient en fait a partager un
des secteurs angulaires issus de son sommet initial en deux. Ainsi les secteurs angu-
laires sont naturellement topologiquement ordonnes lors du parcours du bord de la face
(Fig. 5).
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Fig. 5. La face consideree dans cette carte fera l’objet de 5 raccrochages de cartes externes et est donc
au plus 5 fois pointee, ce qui avec ses 5 are^tes correspond a un total de 10 secteurs angulaires. Elle est
en realite 4 fois pointee. Le cinquieme pointage, inexistant, est automatiquement rajoute par addition d’un
secteur angulaire supplementaire (le secteur angulaire sa10) avant le premier (sa1) associe au brin pointe b1.
Proposition 1. La serie generatrice ST;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z) se deduit de la serie
generatrice ST;p(u1; : : : ; up; z) par l’equation suivante:
kQ
j=1
unjj :ST;p; n1 ;:::; nk (u1; : : : ; up; z) =
(
kQ
i=1
1
(ni − 1)!

u2i
@
@ui
ni−1)

"
kQ
j=1
uj:ST;p(u1; : : : ; up; z)
#
: (3)
Preuve. Il sut de traiter chaque face pointee independamment pour prouver la formule.
On la montre donc pour les cartes dont la face pointee est au plus n fois pointee par
des brins du me^me cycle de :
ST;1; n(u; z) =
1
un
1
(n− 1)!

u2
@
@u
n−1
(u:ST;1(u; z)): (4)
La serie un:ST;1; n(u; z) represente alors la serie generatrice des cartes de type complet
T dont la face pointee est au plus n fois pointee, le degre de u comptant le nombre
m + n de secteurs angulaires associes a cette face (au sens precise dans la remarque
precedente) dont n sont associes a des brins pointes.
La serie u:(u@=@u)[un:ST;1; n(u; z)] decompte le me^me type de carte que la serie
precedente mais pour lesquelles on a choisi (operateur u:@=@u) un secteur angulaire
que l’on a partage en deux pour en creer un supplementaire (multiplication par u): il
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y a a present m+n+1 secteurs angulaires sur la face consideree de la carte dont n+1
sont issus du pointage des brins de la face.
Or, ce (n+1)-ieme secteur angulaire etant choisi par partage de l’un des n secteurs
angulaires pointes d’origine, il y a n facons d’obtenir la me^me carte. Aussi, en divisant
par n, la serie (1=n)[u2(@=@u)[un:ST;1; n(u; z)]] decompte cette me^me famille (sans ordre
autre que topologique des secteurs angulaires).
Enn, la serie (1=n)(1=un+1)[u2(@=@u)[un:ST;1;n(u; z)]] decompte cette me^me famille
mais la variable u ne compte plus que le degre de la face consideree (division par
un+1).
On en deduit donc la formule:
ST;1; n+1(u; z) =
1
n
1
un+1

u2
@
@u
[un:ST;1; n(u; z)]

;
ce qui se reecrit:
un+1:ST;1; n+1(u; z) =
1
n
u2
@
@u
[un:ST;1; n(u; z)]:
On deduit de cette formule recurrente, de facon evidente, la formule (4) recherchee.
3.2. Operation locale d’ouverture d’un ou plusieurs sommets
L’operation decrite ci-dessous est une operation locale et en ce sens independante
du type complet (type et notion d’orientabilite). Cette operation a ete introduite pour
les genres 0 et 1 (orientables) et pour la reouverture d’un sommet dans [1, 2, 8]. Nous
la generalisons ici aux cartes de type complet quelconque.
Notations et denitions. (1) Soit X une famille de cartes pointees. On note Xr la
sous-famille des cartes de X; dont le degre du sommet pointe est r (X0 etant soit vide,
soit constituee de la carte reduite a un sommet si celle-ci appartient a X ). Pour une
carte de Xr de brin pointe b1 = (a1; p1; t1) et de sommet pointe s1, on denit la suite
de brins d1 = b1; : : : ; dr = (ar; pr; tr) issus de s1 de la facon suivante (cf. Fig. 7):
(i) a1; : : : ; ar est la suite d’are^tes incidentes a s1, obtenue en tournant autour de s1 a
partir de a1 dans le sens induit par t1;
(ii) on munit ces are^tes a1; : : : ; ar du sens de parcours pi; 16i6r, qui fait de s1 leur
sommet initial;
(iii) on munit ces are^tes a1; : : : ; ar de sens de traversee ti; 16i6r, tournant dans le
me^me sens que t1 autour de s1.
(2) On considere enn la famille I (Fig. 6) des cartes planaires dont le brin pointe
b1 est un isthme et le sommet pointe est de degre 1 (apres reconstruction ci-dessous,
cet isthme sera incident d’un seul co^te a la face exterieure, et fera donc appara^tre un
terme uz dans la serie generatrice des cartes de la famille Y ).
Operation d’ouverture d’un sommet. L’operation d’ouverture du sommet pointe s1
d’une carte de X en une nouvelle face f (Fig. 7), consiste a creer un nouveau
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Fig. 6. Representation de la famille de cartes I .
Fig. 7. Operations inverses d’ouverture du sommet pointe et de contraction de la face exterieure (indiquee
en grise).
sommet s, a inserer entre les extremites initiales de di et di+1 (pour i compris entre 1
et r− 1), et entre l’extremite initiale de dr et s, une suite nie (eventuellement vide,
c’est-a-dire reduite a un sommet) de cartes de I , et enn inserer entre s et l’extremite
initiale de d1 une suite non-vide d’elements de I dont le brin pointe de la premiere
carte de I inseree sera le brin pointe b = (a; p; t) (issu de s) de cette nouvelle
carte, le sens de traversee etant deni de maniere unique pour que b soit incident a
f. Les insertions des cartes de I sont realisees de facon a ce que les cartes planaires
soient plongees dans f.
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On note Y la famille des cartes ainsi obtenues par l’operation d’ouverture du sommet
pointe des cartes de X; I+ l’ensemble
P
k>1 I
k , et I l’ensemble fpg+Pk>1 I k (ou
fpg est la carte reduite a un sommet).
Proposition 2. (1) Si toutes les cartes de X sont de me^me type complet T; il en est
de me^me pour les cartes de Y.
(2) L’operation d’ouverture du sommet pointe est associee a la bijection suivante:
Y $ I+  P
r>0
(I)r  Xr:
(3) Si X = ST;1 est la famille des cartes point’ees sur la surface ST; Y est la
sous-famille des cartes pointees sur ST dont le brin pointe n’est pas un isthme et
dont la frontiere de la face exterieure est contractible en un point sur ST.
(4) Si X(v; z) est la serie generatrice de la famille X de cartes (le degre de v
donnant le degre du sommet pointe; celui de z donnant le nombre d’are^tes) et Y (u; z)
est la serie generatrice de la famille Y de cartes (le degre de u donnant le degre de
la face exterieure; celui de z donnant le nombre d’are^tes); on a l’egalite fonctionnelle
suivante:
Y (u; z) =
uzT0;1(u; z)
1− uzT0;1(u; z)X

1
1− uzT0;1(u; z) ; z

: (5)
Preuve. La preuve de la Proposition 2 est la generalisation de celle proposee dans
[1, 8]. La non-orientabilite eventuelle des surfaces ne modie pas la demonstration
puisque l’operation d’ouverture d’un sommet est une operation topologique purement
locale. En particulier, pour le point 4, la serie generatrice 1=(1 − uzT0;1(u; z)) (resp.
uzT0(u; z)=(1−uzT0(u; z))) est celle des suites nies I eventuellement vides (resp. I+,
non-vides) de cartes de I . La composition (substitution de v par 1=(1 − uzT0;1(u; z))
dans X ) traduit l’operation d’insertion d’une suite nie de cartes de I entre deux brins
issus du sommet pointe de la carte de X consideree.
Cette operation se generalise directement aux ouvertures des p sommets pointes
d’une carte p-pointee au sens des sommets. On note X une famille de cartes p-
pointees au sens des sommets. On suppose que les p − 1 brins parcours choisis
sont completes canoniquement par un sens de traversee, pour donner une famille p-
pointee completee X^ (cf. Section 2.2.2). On note alors Y^p la famille des cartes ainsi
obtenues par l’operation d’ouverture des p sommets pointes des cartes p-pointees de la
famille X^ . En oubliant les sens de parcours des brins pointes de 2 a p des cartes de Y^p,
on obtient donc la famille p-pointee au sens des faces Yp, de me^me serie generatrice.
On note egalement Xr1 ;:::; rp la sous-famille des cartes p-pointees au sens des sommets
de X dont les sommets pointes ont pour degres respectifs r1; r2; : : : ; rp. On note X^ r1 ; :::; rp
la famille equivalente completee.
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Proposition 3. (1) Si toutes les cartes de X sont de me^me type complet T; il en est
de me^me pour les cartes de Yp.
(2) L’operation d’ouverture des p sommets pointes est associee a la bijection suiv-
ante:
Y^p $ (I+)p 
P
r1 ;:::; rp>0
Q
16i6p
(I)ri  X^ r1 ;:::; rp :
(3) Si X = ST;p est la famille des cartes p-pointees au sens des sommets sur
ST; Yp est la sous-famille des cartes p-pointees au sens des faces sur ST dont les
brins pointes ne sont pas des isthmes; et dont les frontieres des faces pointees n’ont
deux a deux aucun sommet en commun et sont chacune contractible en un sommet
sur ST.
(4) Si X(v1; : : : ; vp; z) est la serie generatrice de la famille Xr1 ; :::; rp de cartes
p-pointees (le degre de vi donnant le degre du i-ieme sommet pointe; celui de z
donnant le nombre d’are^tes) et Yp(u1; : : : ; up; z) est la serie generatrice de la famille
Yp de cartes (le degre de ui donnant le degre de la i-ieme face pointee rouverte); on
a l’egalite fonctionnelle suivante:
Yp(u1; : : : ; up; z) =
pQ
i=1
uizT0;1(ui; z)
1− uizT0;1(ui; z)X
 
1
1− ujzT0;1(uj; z)

16j6p
; z
!
: (6)
Preuve. Les points 1, 2 et 3 sont evidents, chaque sommet se traitant independamment
des autres par la Proposition 2. L’expression (6) de Yp est la traduction directe du
point 2 sous forme de series generatrices.
3.3. Operation d’extraction du schema de carte
Le schema d’une carte dont l’extraction est decrite ci-dessous contient \l’essentiel" de
la forme d’une carte et de la maniere dont elle \s’enroule" autour des trous de la surface
sur laquelle elle est dessinee. A partir d’un schema de carte on reconstruira toutes les
cartes admettant ce schema en \rouvrant les sommets et les are^tes" du schema. On
obtient ainsi une classication des cartes en fonction de leur schema associe. Chaque
schema de carte correspond a un terme de l’equation fonctionnelle associee a cette
classication.
Un cas particulier tres simple de schema de carte est la notion de polygone frontiere
apparaissant dans l’obtention de l’equation de composition des articles [1, 2, 8]. Cette
notion de polygone frontiere n’est plus susante lorsque l’on etudie les cartes pointees
non orientables de types superieurs a 12 , ou orientables de types superieurs a 1. Plusieurs
polygones apparaissent dans ces types superieurs (deux polygones apparaissent deja
dans [8] pour le type 1 orientable). La bonne notion a introduire, qui simplie les
cartes etudiees, est celle de schema de carte qui en denit parfaitement la structure et
permet ainsi de les classier.
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3.3.1. Schema de carte et series generatrices
Dans cette partie, nous montrons tout d’abord comment extraire le schema de rac-
cordement R(C) d’une carte pointee C de type complet quelconque T. Le schema
de raccordement d’une carte correspond a une vision simpliee de la carte et sera
l’essentiel du schema de carte decrit ensuite. Toutes les cartes admettant un schema
de raccordement donne donneront lieu a un terme de l’equation satisfaite par la serie
generatrice des cartes de type complet etudiees. L’ensemble possible des schemas de
raccordement de carte correspondra a l’ensemble des termes des equations de composi-
tion presentees a la Section 4. Ainsi, l’etude des schemas de cartes et leur determination
permet d’obtenir la forme complete de l’equation de composition.
Extraction du schema de raccordement d’une carte: Considerons une carte simple-
ment pointee C, dont l’are^te support du brin pointe b1 n’est pas un isthme. L’extraction
du schema de raccordement R(C) de la carte C se fait selon les etapes suivantes
(Figs. 8 et 9):
1. On supprime les are^tes non-incidentes a la face exterieure (face en grise, Figs. 8 et
9). On obtient ainsi une nouvelle carte C1, incluse dans la frontiere exterieure de C.
On note encore dans la suite ; ; ; ;  les permutations C1; C1; C1; C1; C1,
de C restreintes a C1.
En realite, C1 n’est pas necessairement une carte au sens de la denition de la
Section 2.2. En eet en supprimant des are^tes dans C, certaines faces de C1 ne
sont plus simplement connexes (seule la face exterieure, constituee des deux cycles
(b1) et ((b1)), reste su^rement simplement connexe car elle n’est pas modiee
par l’operation precedente). On s’interesse tout particulierement a l’une des faces
de C1, que l’on appelle face interieure et qui est la face incidente a (b1) dans C1
(cette face est dierente de la face pointee car b1 n’est pas un isthme, rappelons le).
Cette face n’etant pas necessairement simplement connexe, le parcours oriente de
sa frontiere est constitue d’un ensemble non-vide de couples de cycles (de sens de
parcours opposes) de . Chacun de ces couples de cycles constitue l’un des bords
appele polygone de la frontiere topologique de la face interieure (non necessairement
simplement connexe) de C1. Les brins constituant ces paires de cycles ont un sens
de traversee pointant de la face interieure (par denition du parcours oriente de la
face interieure) vers la face exterieure (car toutes les are^tes de C1 sont incidentes
d’un co^te au moins a la face exterieure).
Denition. On choisit dans chacune de ces paires de cycles, le cycle qui contient
le premier brin dont l’image par  est atteinte par le parcours de la face exterieure
a partir de b1. Chaque tel cycle est appele polygone oriente (ou plus simplement
\polygone" dans la suite) Pi (16i6p), ces polygones etant numerotes dans l’ordre
dans lequel on les rencontre pour la premiere fois dans C en parcourant la face
exterieure de la carte C par  a partir du brin pointe b1.
2. On considere les composantes connexes constituees de brins de C1 dont les are^tes
supports sont non-incidentes a la face interieure de C1 (et donc n’appartiennent pas
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aux polygones) et on supprime dans C1 celles qui ont un seul sommet commun avec
un polygone Pi (16i6p) et qui sont contractibles en un point sur la surface (qui
par exemple ne font pas le tour d’une anse ou d’une auto-intersection). On appelle
brins exterieurs les brins (non-sur les polygones) qui restent apres cette operation
et on note E leur ensemble. On obtient ainsi une nouvelle carte C2, incluse dans
la frontiere exterieure de C1.
La frontiere exterieure de C2 est constituee successivement:
 de sous-suites minimales dans (b1), non-vides, de brins de Pi (16i6p) com-
mencant et nissant en un sommet commun avec un brin de E;
 de sous-suites maximales dans (b1), non-vides, de brins exterieurs de E joignant
deux sommets dierents de (Pi)i=1::p ou etant non contractibles en un point sur
la surface.
3. Construction du schema de raccordement R(C) de C.
On remplace a present dans C2 chaque sous-suite denie au 2. par une are^te unique,
topologiquement \proche", plongee a son co^te dans la face exterieure, et joignant
les deux sommets de Pi et Pj (i et j sont eventuellement egaux, les sommets
aussi), extremites de la sous-suite. Les polygones (Pi)i=1::p sont ainsi remplaces par
des polygones (P0i )i=1::p. L’are^te remplacant la sous-suite minimale de brins de P1
contenant le brin distingue est naturellement pointee de facon \compatible" (pour
les sens de parcours et de traversee). Les are^tes substituees aux sous-suites de brins
de E delimitent en dehors de la face exterieure des portions de surface. Ces portions
de surface sont non-necessairement simplement connexes, possedant eventuellement
plusieurs bords (cf. Fig. 14). On appelle sous-carte exterieure l’ensemble des brins
de C donnant pour les operations precedentes le sous-ensemble des brins de E
delimitant une telle portion de surface, et sous-carte exterieure reduite la carte
obtenue en remplacant chaque sequence de brins d’une sous-carte exterieure par
une are^te. On note (Ej)16j6k , ces sous-cartes exterieures numerotees dans l’ordre
ou on les rencontre pour la premiere fois lors du parcours de la face exterieure
de C a partir de son brin pointe, et (E0j)16j6k , les sous-cartes exterieures reduites
associees.
La derniere etape consiste a dessiner cet objet (polygones, sous-cartes exterieures
reduites, maniere de les raccorder entre eux) sur la surface minimale conservant la
connexite des faces (Figs. 8 et 9).
Denition. Les polygones (P0i )i=1::p et les sous-cartes exterieures reduites (E
0
j)16j6k
ainsi que la maniere de les raccorder entre eux, appelee plan topologique de raccorde-
ment et note dans la suite P(C), constituent globalement le schema de raccordement
R(C) de la carte C.
Exemples.
Denition de la sous-carte interieure I(C): Denition. La face interieure est la
face dont le bord est constitue par l’ensemble des p polygones P01; : : : ; P
0
p . Dans la carte
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Fig. 8. Etapes de la construction d’un schema de raccordement R(C) d’une carte C. Cet exemple est celui
d’une carte sur la bouteille de Klein dont le schema de raccordement possede un seul polygone et une seule
sous-carte exterieure qui fait le tour d’une auto-intersection.
Fig. 9. Etapes de la construction d’un schema de carte R(C) d’une carte C. Cet exemple est celui d’une
carte sur la bouteille de Klein dont le schema de raccordement possede deux polygones et une sous-carte
exterieure qui fait le tour d’une auto-intersection.
initiale C, cette face interieure est naturellement associee a la sous-carte I(C) obtenue
a partir de la carte C (Figs. 8 et 9) en coupant la surface (ici la bouteille de Klein) le
long des circuits Pi (16i6p), en ne conservant que la partie de la surface (et les brins
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Fig. 10. Sous-carte interieure I(C) de C pour l’exemple de la Fig. 8.
de C qui y sont inclus) constituee de la face interieure de C1 dessinee sur une surface
a trous (en supprimant le reste de la surface), dont les bords sont les Pi et enn en
contractant chacun des polygones Pi en un sommet si. On obtient une nouvelle surface
compacte sans bord, sur laquelle est dessinee la carte appelee sous-carte interieure
I(C) de C (Fig. 10) qui est une carte p-pointee au sens des sommets, ces sommets
etant completes par un sens de traversee associe a l’orientation des polygones. Le type
complet de cette sous-carte interieure I(C) sera note TI=(I; oI).
Denition du schema de carte S(C): Le schema de carte S(C) est constitue d’un
certain nombre d’elements decrivant totalement la carte C. Precisement, le schema de
raccordement d’une carte qui montre comment les sous-cartes exterieures se raccordent
a la face interieure ne fournit pas toute l’information necessaire a la connaissance d’une
carte. Les informations contenues dans le schema de raccordement R(C) concernent
les p polygones (P0i )i=1::p, les sous-cartes exterieures reduites (E
0
j)16j6k et le plan
topologique de raccordement P(C).
An de decrire completement la carte C initiale (et de pouvoir la reconstruire, c’est-
a-dire determiner son terme dans l’equation fonctionnelle), il est necessaire d’ajouter
a ces informations celles concernant la nature exacte des faces de R(C):
Denition. On appelle schema de la carte C le n-uplet S(C)= (R(C);TI; (Tj)j=1::: k)
ou (Figs. 11 et 12):
1. Le schema de raccordement R(C)=(P(C)jp; (i)i=1::pjk; [’j; (nj;1; : : : ; nj;’j)]j=1::: k),
fournit non-seulement le plan topologique P(C) de raccordement des sous-cartes
exterieures sur les polygones de la sous-carte interieure rouverte, mais permet
d’obtenir egalement:
 le nombre p de polygones (Pi)i=1::p, avec les nombres (i)i=1:::p de sommets de
ces polygones communs aux sous-cartes exterieures;
 le nombre k de sous-cartes exterieures (Ej)16j6k et pour chacune d’elles
(eventuellement non-simplement connexe), le nombre ’j de ses faces et le nom-
bre d’are^tes (nj;1; : : : ; nj;’j) de celles-ci;
2. TI est le type complet de la sous-carte interieure;
3. (Tj)j=1::: k est l’ensemble des types complets des sous-cartes exterieures.
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Fig. 11. Decomposition complete de la carte C de la Fig. 9 en un schema de raccordement, une sous-carte
interieure I(C), une sous-carte exterieure et quelques elements quantitatifs.
Fig. 12. Exemple de la carte de la Fig. 8. A gauche, son schema de raccordement, a droite, une representation
possible de son schema de carte, indiquant le type complet de la carte interieure et des sous-cartes exterieures.
Serie generatrice associee a S(C): On procede en deux etapes: on etudie tout
d’abord la serie generatrice liee a l’obtention des polygones a partir de la sous-carte
interieure, puis ensuite la serie associee a l’obtention des sous-cartes exterieures a partir
des sous-cartes exterieures reduites. On considere un schema de carte S(C)= (R(C)=
(P(C) jp; (i)i=1::p j k; [’j; (nj;1; : : : ; nj;’j)]j=1::: k);TI; (Tj)j=1::: k).
(1) Serie generatrice associee a la carte interieure et aux polygones: On veut obtenir la
serie generatrice des cartes associees a la sous-carte interieure I(C) dont les sommets
pointes sont ouverts en les polygones du schema de carte S(C). L’operation consiste,
a partir d’une carte p-pointee de type complet TI, a rouvrir les p sommets pointes
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Fig. 13. Exemple de decrochage et de raccrochage des sous-cartes exterieures a l’unique polygone (de la
sous-carte interieure, ici a un seul sommet pointe) d’une carte de type 2 orientable (et de son schema, en
dessous).
distincts par l’operation decrite a la Section 3.2 d’insertion de suites nies de cartes de
I , avec la dierence que certains sommets naux de ces polygones ne portent pas de
cartes de genre 0 car devant rester \libres" pour faire l’objet du raccrochement ulterieur
des sous-cartes exterieures (Fig. 13):
 Sauf pour le premier polygone dont le brin pointe est celui de la carte C, les autres
polygones Pi (26i6p) ont pour premier brin pointe le premier brin rencontre lors
du parcours de la face exterieure de C et pointant sur un sommet \libre", commun
avec une sous-carte exterieure. Cela conduit a supprimer pour 26i6p, un terme
T0;1(ui; z) dans l’expression precedemment donnee de la serie generatrice Yp(u1; : : : ;
up; z) d’une carte obtenue par reouverture des sommets d’une carte p-pointee.
Ces cartes ont ainsi pour serie generatrice Yp(u1; : : : ; up; z) donnee par la formule (7)
modiee de (6):
Yp(u1; : : : ; up; z)jX=STI = T0;1(u1; z)
pQ
i=1
uiz
1− uizT0;1(uiz)STI

 
1
1− ujzT0;1(uj; z)

16j6p
; z
!
: (7)
 Il reste, pour pouvoir raccrocher les sous-cartes exterieures, a pointer et liberer 1
emplacements, sans ordre, sur le polygone P1 et (i − 1) emplacements, sans ordre,
sur chaque polygone Pi (26i6p). On pointe chacun des ces emplacements avec
le brin image par  du brin du polygone oriente dont le sommet nal est le som-
met commun en question. Cette operation se traduit par une derivation multiple de
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Yp(u1; : : : ; up; z) et donne la serie generatrice SI:
SI(u1; : : : ; up; z) =
1
1!
@1
@T0;1(u1; z)1
Q
26i6p

1
(i − 1)!
@(i−1
@T0;1(ui; z)(i−1)

(Yp(u1; : : : ; up; z)jX=STI ): (8)
ou dans la notation, @Yp=@T0;1(ui; z), T0;1(ui; z) est consideree comme une variable par
rapport a laquelle on derive. Cette liberation d’emplacements apres reouverture cree
ainsi a partir de I(C) une sous-carte I0(C) de type complet TI, pointee d’origine
par b1, puis par a=
P
16i6p i pointages constitues de i pointages pour chaque
polygone Pi (26i6p).
Il reste a raccrocher les sous-cartes exterieures aux sommets ainsi liberes qui devien-
dront alors des sommets communs aux polygones et aux sous-cartes exterieures.
(2) Serie generatrice associee aux sous-cartes exterieures reduites: Les faces autres
que les faces interieure et exterieure de R(C) et reliant les polygones, ou faisant le tour
des anses ou des auto-intersections, sont les sous-cartes exterieures reduites (E0j)16j6k
naturellement associees aux sous-cartes exterieures (Ej)16j6k de types complets re-
spectifs (Tj)16j6k et numerotees dans l’ordre ou on les rencontre pour la premiere
fois lors du parcours de la face exterieure de C a partir du brin pointe b1.
Pour reconstruire la carte C a partir de la sous-carte I0(C) rouverte de la sous-carte
interieure I(C) et des sous-cartes exterieures (Ej)16j6k , il faut raccrocher selon le
schema de raccordement R(C), ces sous-cartes exterieures aux emplacements laisses
libres sur les polygones crees lors de la reouverture des sommets de la sous-carte
interieure. En fait, pour la me^me raison que la sous-carte interieure n’est plus simple-
ment connexe (apres suppression des brins de la carte C qui ne sont pas incidents a
la face exterieure), il peut en e^tre de me^me pour les sous-cartes exterieures (Fig. 14).
Rappelons que ’j est le nombre de \faces" de Ej (numerotees de 1 a ’j dans l’ordre
ou on les rencontre pour la premiere fois lors du parcours de la face exterieure de C).
Vont se raccrocher a la r-ieme face (16r6’j) de Ej, un nombre de brins des
polygones (Pi)16i6p egal au nombre nj; r d’are^tes de la r-ieme face (16r6’j) de E0j.
Selon la remarque \Interpretation du pointage d’un brin d’une face" de la Section 3.1,
raccrocher nj; r brins des polygones (Pi)16i6p a cette face revient a la pointer multi-
plement au plus nj; r fois. Le premier brin pointe parmi ces nj; r brins sera le premier
rencontre lors du parcours de la face exterieure de C. Les suivants sont numerotes
dans l’ordre ou on les rencontre dans le parcours de la face a partir du premier.
De cette facon on pointe au maximum
Pk
j=1
P’j
r=1 nj; r brins sur l’ensemble des faces
(fj; r)(16j6k); (16r6’j) des sous-cartes exterieures (Ej)16j6k et au moins un brin sur
chaque Ej (evident, car chaque sous-carte exterieure est accrochee a au moins un
sommet de (Pi)i=1::p et est donc pointee au moins une fois).
On a la relation evidente
Pk
j=1
P’j
r=1 nj; r = a= sc, car a est le nombre global de
co^tes des polygones (P0i )i=1::p et donc egalement le nombre sc des sommets communs
aux polygones et aux sous-cartes exterieures, en nombre global identique aux are^tes des
faces des sous-cartes exterieures reduites (E0j)16j6k decomptees par la double somme.
D. Arques, J.-F. Beraud / Theoretical Computer Science 246 (2000) 151{194 173
Fig. 14. Exemple d’une carte dessinee sur le tore et admettant une sous-carte exterieure dont la frontiere est
constituee de deux faces simplement pointees.
Fig. 15. Exemple d’un schema de carte (a gauche), et d’un des ses cas degeneres (a droite), contenant un
sommet multiple (Cas d’une sous-carte exterieure reduite a un sommet).
Par la Section 3.1, la serie generatrice SE de cet ensemble de sous-cartes exterieures de
types complets (Tj)j=1::: k est donc (ou l’on identie les variables comptant les degres
des faces pointees car ceux-ci s’ajoutent pour contribuer au degre de la face exterieure
de la carte reconstruite):
SE(u; z) =
kQ
j=1
STj ; ’j ; nj;1 ;:::; nj; ’j (u; : : : ; u; z) (9)
que l’on peut evaluer avec la proposition 1 de la Section 3.1.
Remarques. (1) Dans le cas ou il n’y a pas de sous-cartes exterieures, on pose k = 0,
et la serie generatrice de l’ensemble (vide) des sous-cartes exterieures est alors egale
a 1.
(2) Les gures presentees dans cet article sont \generiques". Elles ne presentent pas
explicitement les cas limites (qui sont cependant pris en compte dans les formules),
comme par exemple celui d’une sous-carte exterieure reduite a un sommet ou d’une
sous-carte exterieure qui se raccroche par un me^me sommet a deux polygones dierents.
Ces congurations impliquent l’apparition d’un sommet appele sommet multiple (con-
fusion de deux ou plus sommets communs) comme le montre la Fig. 15. Le cas des
sommets multiples n’est donc que le cas \degenere" ou \particulier" du cas ou l’on
n’a que des sommets communs non-multiples. La suite de la classication presentera
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Fig. 16. Exemple de quatre schemas de cartes qui ne dierent que par leurs plans topologiques de raccorde-
ment.
des exemples non-degeneres, etant entendu que les cas degeneres sont naturellement
inclus dans les series generatrices ecrites.
Proposition 4. Soit un schema de carte S=(R=(P(C) jp; (i)i=1::p j k; [’j; (nj;1; : : : ;
nj;’j)]j=1::: k);TI; (Tj)j=1::: k). La serie generatrice SS des cartes (enumerees en fonc-
tion du degre de la face exterieure; variable u; et du nombre d’are^tes; variable z)
admettant ce schema est:
SS(u; z)= SE(u; z) SJ(u1; : : : ; up; z)ju1==up=u: (10)
Preuve. Cette serie generatrice est simplement le produit des series generatrices de la
sous-carte interieure et des sous-cartes exterieures, dont les expressions ont ete donnees
precedemment.
Remarque. Deux schemas de cartes S1 et S2 qui ne dierent que par leurs plans
topologiques de raccordement ont des series generatrices identiques: SS1 (u; z)= SS2
(u; z). Un exemple de tels schemas de cartes qui ne dierent que par leurs plans
topologiques de raccordement est donne Fig. 16. Dans les equations de composition
donnees dans la suite, ces schemas de cartes donnant lieu au me^me terme seront
regroupes et leur contribution globale fera donc appara^tre ce terme multiplie par un
coecient entier.
Ces valeurs entieres, correspondant a des cartes ne dierant que par leurs plans
topologiques de raccordement, sont interessantes a determiner de facon automatique.
L’exemple precedent est en fait celui des monopoles etudies par Walsh et Lehman en
orientable et en genre quelconque (cf. [22]).
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3.3.2. Exemples classiques
Si l’on etudie les cartes de type 0, un seul schema de carte est possible: un polygone
reduit a une boucle sans sommet car sans sous-carte exterieure. Ainsi l’equation de
composition (2) pour les cartes de type 0 traduit la classication des cartes planaires
en la carte reduite a un sommet, les cartes dont le brin pointe est un isthme et les cartes
dont le brin pointe n’est pas un isthme ayant toutes le me^me schema de carte reduit a
une boucle et dont la serie generatrice est obtenue par application des equations (10),
(8) et (7) a ce cas particulier donnant:
SS(u; z)
(10)
= SJ(u; z)
(8)
= Y1(u; z)jX=T0; 1
(7)
=
uzT0;1(u; z)
1− uzT0;1(u; z)T0;1

1
1− uzT0;1(u; z) ; z

:
Pour les cartes de type complet (1,0) (Fig. 17), i.e. dessinees sur le tore, hormis les
deux premiers termes qui correspondent aux cartes dont le brin pointe est un isthme
et qui sont identiques a ceux de l’equation de Tutte (cf. [4]), les termes suivants qui
apparaissent dans l’equation (11) (cf. [8]) sont associes a la classication fonction du
schema de carte:
Proposition 5. T1;1(u; z) est solution de l’equation fonctionnelle suivante:
T1;1(u; z)= 2u2zT1;1(u; z)T0;1(u; z) + u2zT0;2(u; u; z): (11)
3.4. Derivation d’une equation
On constate sur les exemples precedents que la derivation de l’equation de compo-
sition associee a une famille de cartes de type complet donne est obtenue en ajoutant
aux termes decrivant les cartes dont le brin pointe est un isthme, ceux issus par la
Proposition 4 des schemas de cartes des cartes du type complet considere.
S=
P termes satisfaisant la propriete  et associes
aux cartes dont le brin pointe est un isthme

+
P
S satisfaisant 
SS: (12)
Si l’on prend pour propriete : \le type complet des cartes de schema S est T",
on obtient l’equation dite de \composition" des cartes de type complet T. C’est ce
type d’equation qui a ete rappele precedemment pour les cartes orientables de type 0
et 1. Ce sont ces equations nouvelles qui sont etablies a la Section 4 pour les types
complets (2,0) (tore a deux trous), (1/2,1) (plan projectif) et (1,1) (bouteille de Klein).
An d’etablir ce type d’equation, il reste donc a denir une procedure automatique qui
permette d’obtenir tous les schemas de cartes dont les cartes associees sont de type
complet T.
Cela revient a calculer, a partir d’un schema de carte S, le type complet de
l’ensemble des cartes pointees generees gra^ce a S. Remarquons que toutes les are^tes
d’un schema de carte etant incidentes a la face exterieure simplement connexe, chaque
are^te (reliee aux polygones) est non-contractible en un point sur la surface, car elle
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Fig. 17.
fait le tour d’un trou et donc \bouche" un demi-trou. Le nombre de trous nalement
bouches par un schema de carte est ainsi egal au type des cartes associees a ce schema
(voir l’exemple de la Fig. 8). La formule obtenue nous servira a classier la famille
des cartes pointees associees a l’ensemble des cartes pointees de type complet T.
Proposition 6. Le type complet des cartes admettant S=(R=(P(C) jp; (i)i=1::p j k;
[’j; (nj;1; : : : ; nj;’j)]j=1::: k);T; (Tj)j=1::: k) pour schema; est donne par la formule:
TS=(S; oS)=
 
1
2
(p+ a+ ’− 1)− k + I +
kP
j=1
j; oR + oI +
kP
j=1
oj
!
; (13)
ou:
 oR (= 0 ou 1) donne l’orientabilite ou la non orientabilite de la surface sur laquelle
est represente le schema de raccordement;
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 a= P16i6p i est le nombre total d’are^tes sur l’ensemble des p polygones;
 ’= Pkj=1 ’j est le nombre cumule de faces sur l’ensemble des sous-cartes
exterieures.
Preuve. L’obtention de la forme de la seconde partie oS du couple donnant le type
complet TS est evidente: la carte de schema S sera orientable (oS=0) si tous ses
elements constitutifs le sont (i.e. tous les elements de la somme d’entiers positifs ou
nuls denissant oS sont nuls). La forme du premier terme S du couple donnant le
type complet TS est due aux arguments suivants:
1. Le nombre de trous bouches par une carte est son type. On en deduit les termes 
et
Pk
j=1 j.
2. Le positionnement des polygones (Pi)i=1::p de la sous-carte rouverte I0(C) d’une
carte C de schema S, bouche des trous: chaque polygone, a partir du deuxieme,
bouche un demi-trou. On en deduit le terme (p− 1)=2.
3. De me^me, a partir de la deuxieme, chacune des ’j faces de la sous-carte exterieure
pointee Ej bouche un demi-trou, d’ou le terme
1
2
kP
j=1
(’j − 1)= 12
 
kP
j=1
’j − k
!
=
’− k
2
:
4. L’ensemble des raccrochages d’une sous-carte exterieure Ej sur l’ensemble des poly-
gones de I0(C) va lui aussi boucher des trous. En eet, a partir du deuxieme,
chaque raccrochage d’un sommet pointe d’une des ’j faces de Ej a un emplace-
ment libre de I0(C) bouche un demi-trou. On en deduit le terme cumule pour
l’ensemble des k sous-cartes exterieures 12
Pk
j=1(
P’j
r=1 nj; r − 1)= a−k2 , compte tenu
de l’egalite
Pk
j=1
P’j
r=1 nj; r = a prouvee a la Section 3.3.1.
On peut en fait e^tre plus precis, avec la proposition suivante qui est a la base des
classications des schemas de cartes conduisant aux equations de la Section 4.
Proposition 7. Etant donne un schema de carte:
S=(R = (P(C) jp; (i)i=1::p j k; [’j; (nj;1; : : : ; nj;’j)]j=1::: k);T; (Tj)j=1::: k)
1. Le nombre de trous t(Ej) bouches par une sous-carte exterieure Ej dont ’j faces
sont multiplement pointees par nj;1; : : : ; nj;’j brins (de serie generatrice
STj; ’j ; nj; 1 ;:::; nj; ’j ) est:
t(Ej)=
’j +
P’j
i=1nj; i
2
+ j − 1: (14)
2. Le nombre de trous t(I0) bouches par la sous-carte interieure rouverte I0(C)
dont les sommets pointes ont ete rouverts en polygones (Pi)i=1::p et de sous-carte
interieure de type  est:
t(I0)=
p− 1
2
+ I: (15)
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3. La premiere partie de l’equation (13) donnant le type  du schema de carte S
se reformule en ecrivant que le nombre  de trous bouches par S est egal a la
somme des nombres de trous bouches par I0 et les sous-cartes exterieures:
S= t(I0) +
P
16j6k
t(Ej): (16)
4. On a les inegalites:
16p;
p+ I6 S + 1: (17)
Preuve. Les trois premiers points de cette proposition detaillent le resultat de la
Proposition 6 en associant a chaque sous-carte du schema complet une part de
l’ensemble des trous bouches pour obtenir la simple connexite nale. La preuve de
ces trois premiers points se deduit trivialement de la preuve de la Proposition 6.
La premiere inegalite du 4. est evidente. Pour prouver la seconde inegalite, nous
avons besoin de l’inegalite intermediaire (): k6a+ 1− p.
Preuve de (): Chacune des k sous-cartes exterieures Ej joint un ensemble j de j
polygones (16j6k) via j sommets communs avec ces polygones. Le nombre total
de sommets communs est donc sc =
Pk
j=1 j = a. On en deduit que pour montrer
l’inegalite (), il sut de montrer qu’un schema de carte satisfait toujours l’inegalitePk
j=1 j>k − 1 + p. Cette inegalite se prouve facilement en constatant que lorsque
l’on fait le parcours de la face exterieure (circuit connexe) du schema de carte, on
parcourt toutes les are^tes des polygones et toutes les are^tes des sous-cartes exterieures.
Ainsi, a partir de la deuxieme sous-carte visitee lors de ce parcours, lorsqu’on traverse
pour la premiere fois une are^te d’une sous-carte exterieure on vient d’un polygone
Pr dans lequel on etait entre par une are^te d’une autre sous-carte exterieure. Ainsi ce
polygone Pr appara^t dans deux ensembles j dierents et est donc compte une fois
de trop dans la somme
Pk
j=1 j. Ceci se produisant pour toutes les sous-cartes a partir
de la deuxieme visitee, on a l’explication du terme k − 1 ajoute au nombre total p de
polygones (puisqu’ils sont tous parcourus).
Preuve de (17): Par (), k6a+ 1−p et k6’ (evident), donc k6 12 (a+ 1−p+’).
On deduit alors de (13) la suite d’inegalites:
I = S − 12(p+ a+ ’− 1) + k −
kP
j=1
j6S − 12(p− 1)−
1
2
(a+ ’) + k
6 S − 12(p− 1)−
1
2
(a+ ’) +
1
2
(a+ 1− p+ ’) = S − p+ 1:
L’equation (16) (dont le second membre est une somme de quantites positives) et les
inegalites (17) de la Proposition 7 permettent de determiner les champs de variation
des valeurs des dierents parametres: nombre de polygones p, type de la sous-carte
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Fig. 18. Plan topologique de raccordement de la carte de la Fig. 13.
interieure I, types (j)j=1::: k des sous-cartes exterieures. Ainsi, pour etablir explicite-
ment l’equation (12) associee a la propriete  dans les applications de la Section 4,
nous realiserons une classication fondee au premier niveau sur la variation de la valeur
de p puis au deuxieme niveau sur la sous-carte interieure (gra^ce a l’inegalite (17)) et
enn sur l’ensemble des sous-cartes exterieures possibles pour realiser l’egalite (16).
Exemple. Nous detaillons ici les formules des Propositions 6 et 7 sur la carte de la
Fig. 13, de plan topologique de raccordement rappele Fig. 18:
Son schema est S=(R=(P(C) jp; (i)i=1::p j k; [’j; (nj;1; : : : ; nj;’j)]j=1:::k);TI;
(Tj)j=1::: k); caracterise par: p=1; a= 1 = 4; k =2; ’1 = 1 et ’2 = 1; soit ’=’1 +
’2 = 2; n1;1 = 1; n2;1 = 3; I=0; 1 = 1; 2 = 0; oR= oI= o1 = o2 = 0 (toutes les
sous-cartes intervenant etant orientables). La formule de la Proposition 6 predit:
TS = (S; oS) =
 
1
2
(p+ a+ ’− 1)− k + I +
kP
j=1
j; oR + oI +
kP
j=1
oj
!
=

1
2
(1 + 4 + 2− 1)− 2 + 0 + (1 + 0); 0 + 0 + (0 + 0)

= (2; 0)
qui est bien le type complet d’une carte orientable de genre 2. Le nombre de trous
bouches par les sous-cartes exterieures sont t(E1) = (1 + 1)=2 + 1− 1 = 1 et t(E2) =
(1 + 3)=2 + 0 − 1 = 1. Le nombre de trous bouches par la sous-carte interieure est
t(I0) = (1− 1)=2 + 0 = 0. On constate sur cet exemple la part de chaque element du
schema de carte dans l’obtention de la simple connexite de la carte nale.
4. Applications
Dans cette partie, nous utilisons la methode decrite a la Section 3.4 fondee sur
l’operation topologique d’extraction du schema de carte pour obtenir une nouvelle
classication des cartes pointees respectivement sur le plan projectif, sur la bouteille
de Klein et sur le tore a deux trous. Ces resultats, qui generalisent ceux obtenus pour
les cartes planaires pointees dans [1] et sur le tore dans [8], sont presentes sous la
forme d’equations appelees \de composition" qui constituent les Theoremes 1, 2 et 3.
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On adopte dans les classications de ce paragraphe les abus de notations suivants:
 On notera dans la suite F l’ensemble (non-ordonne) des sous-cartes exterieures
constituant un schema de carte donnant un terme de l’equation recherchee. On
confondra dans les tableaux et les notations des formules une famille de cartes et
la serie generatrice qui les represente. Par exemple on notera T0;1;2 la famille des
cartes planaire a une face doublement pointee.
 SI representera la surface sur laquelle est dessinee la sous-carte interieure.
4.1. Equation de composition sur le plan projectif
Theoreme 1. La serie generatrice P1=2;1(u; z) des cartes pointees sur le plan projectif
est solution de l’equation:
P1=2;1(u; z) = 2u2zP1=2;1(u; z)T0;1(u; z) + u2zT0;1;2(u; z) + Y1jX=P1=2; 1
+P1=2;1(u; z)

@Y1
@T0;1(u; z)

jX=T0;1
+ T0;1;2(u; z)
1
2!

@2Y1
@T0;1(u; z)2

jX=T0;1
:
(18)
Remarque. Si l’on compare l’equation (18) avec l’equation de Tutte (19) (obtenue en
utilisant l’operation topologique de suppression de l’are^te pointee, cf. [10]):
P1=2;1(u; z) = 2u2zP1=2;1(u; z)T0;1(u; z) + u2zT0;1;2(u; z)
+ uz
uP1=2;1(u; z)− P1=2;1(1; z)
u− 1 ; (19)
on remarque que le quotient de l’equation de Tutte (19) est, dans l’equation de com-
position (18), remplace par trois termes associes a la classication des cartes dont le
brin pointe n’est pas un isthme en fonction de leur schema. Remarquons egalement
qu’en substituant 1 a u, l’equation (18) peut s’exprimer alors que le troisieme terme
de l’equation (19) fait appara^tre une indeterminee.
Preuve. On considere une carte pointee C sur le plan projectif, de brin (resp. sommet)
pointe b = (a; p; t) (resp. s).
Le brin pointe est un isthme: La suppression de l’are^te pointee deconnecte ou non
la carte (Figs. 19(a) et (b)). Ces deux cas sont bien connus et apparaissent deja dans
l’equation de Tutte (19). Nous ne les detaillerons pas ici (voir par exemple [4, 5, 10]
pour plus de details). La contribution de ces cas dans l’equation (18) est constituee
des deux premiers termes:
2u2zP1=2;1(u; z)T0;1(u; z) + u2zT0;1;2(u; z)
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Fig. 19. (a) La suppression de l’isthme pointe deconnecte la carte en une carte pointee sur le plan projectif
et en une carte planaire pointee. (b) La suppression de l’isthme pointe ne deconnecte pas la carte mais cree
une carte planaire dont la face exterieure est au plus deux fois pointee.
Tableau 2
L’ensemble des sous-cartes exterieures possibles (orientables ou
non et bouchant un demi-trou)
Le brin pointe n’est pas un isthme: Sachant que le type complet de la carte est
(1=2; 1) (plan projectif), on deduit de la formule (16) que les sous-cartes exterieures
possibles dans la construction du schema de carte sont celles qui bouchent au plus un
demi-trou (puisque la somme de leurs \types" |nombre de trous qu’elles bouchent
|donnes par la formule (14) doit e^tre majoree par 1=2). Elles sont donnees dans
le Tableau 2 ou les cartes, classees par le nombre de trous qu’elles bouchent, sont
representees a l’aide d’un exemple en conguration de pointage maximal (pointages
qui permettent de raccorder ces cartes aux polygones).
Consequences sur la classication: Le type du plan projectif etant 1=2 (S = 1=2),
le systeme d’inequations (17) entra^ne p = 1 et 06I61=2. Donc:
 il y a un polygone;
 le type de la sous-carte interieure va varier entre 0 et 1=2.
La sous-carte interieure est de type 1=2: La sous-carte interieure ne peut e^tre que
dessinee sur le plan projectif P1=2. A partir du Tableau 2 et de la formule additive (16),
on deduit qu’il n’existe aucune sous-carte exterieure possible (Fig. 20): Fjp=1SI=P1=2
= f;g.
On deduit de la Proposition 3 que la contribution de ce type de cartes dans l’equation
(18) est Y1j X=P1=2; 1 .
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Fig. 20. Le polygone P1 et les sous-cartes exterieures sont contractibles en un point sur le plan projectif.
La sous-carte interieure est de type 0: La sous-carte interieure est donc une carte
de T0. A partir du Tableau 2 et de la formule (16) on deduit que les seuls ensembles
de sous-cartes exterieures possibles sont:
F p=1SI=P1=2a=1
= fP1=2;1g; F p=1SI=P1=2a=2
fT0;1;2g:
On obtient alors la contribution de ces termes dans l’equation (18), respectivement:
P1=2;1(u; z)

@Y1
@T0;1(u; z)

jX=T0; 1
; T0;1;2(u; z)
1
2!

@2Y1
@T0;1(u; z)2

jX=T0; 1
:
Deux exemples de schemas et de cartes associes a ces termes sont presentes aux
Figs. 21 and 22 suivantes.
L’equation (18) peut e^tre vue comme une equation de recurrence sur le degre
de la variable z comptant le nombre d’are^tes de la carte, et de ce fait peut e^tre
implementee pour le calcul des premiers termes de la serie solution. Ainsi, en pro-
grammant l’equation (18) en langage MAPLE, on obtient le Tableau 3.
On constate facilement que le nombre de cartes pointees sur le plan projectif P1=2;1
(1; z) obtenu a partir de l’equation de composition (18) correspond bien aux resultats
calcules gra^ce a l’equation de Tutte par Bender et Caneld dans [10].
4.2. Equation de composition sur la bouteille de Klein
Theoreme 2. La serie generatrice B1;1(u; z) des cartes pointees sur la bouteille de Klein
B1 est la solution de l’equation fonctionnelle:
B1;1(u; z) = u2zf2B1;1(u; z)T0;1(u; z) + P1=2;1(u; z)2g
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Tableau 3
Enumeration des dierentes classes de cartes liees a l’equation (18)
z Isthme Isthme non- Non-Isthme P1=2;1(1; z)
separant separant p= 1
cas 1: I = 1=2 cas 2: I = 0; cas 3: I = 0;
a=1 a=2
0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1
2 2 5 1 1 1 10
3 24 32 15 14 13 98
4 254 234 187 164 143 982
5 2644 1863 2210 1833 1512 10062
6 27652 15741 25596 20193 15842 105024
7 291948 138996 293995 221711 166107 1112757
8 3113304 1269918 3365806 2436780 1749102 11934910
9 33510032 11922066 38499007 26857302 18518693 129307100
10 363697898 114436962 440486542 297044756 197189342 1412855500
Fig. 21. E1 est une sous-carte exterieure de type 1/2.
Fig. 22. E1 est une sous-carte exterieure planaire.
+ u2zP1=2;1;2(u; z)
+ u2zT0;2(u; u; z)
+ Y 1jX=B1; 1
+P1=2;1(u; z)

@Y1
@T0;1(u; z)

jX=P1=2; 1
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+T0;1;2(u; z)
1
2!

@2Y1
@T0;1(u; z)2

jX=P1=2; 1
+B1;1(u; z)

@Y1
@T0;1(u; z)

jX=T0; 1
+ fP1=2;1;2(u; z) + T0;2(u; u; z) + P1=2;1(u; z)2g 12!

@2Y1
@T0;1(u; z)2

jX=T0; 1
+ f3T0;1;3(u; z) + 3T0;1;2(u; z)P1=2;1(u; z)g 13!

@3Y1
@T0;1(u; z)3

jX=T0; 1
+ 4T0;1;2(u; z)2
1
4!

@4Y1
@T0;1(u; z)4

jX=T0; 1
+T0;1;2(u; z)
(
@Y 2
@T0;1(u1; z)

jX=T0; 2
)
ju1=u2=u
: (20)
Preuve. On considere une carte pointee C sur la bouteille de Klein, de brin (resp.
sommet) pointe b=(a; p; t) (resp. s).
Le brin pointe est un isthme: Nous appliquons ici, de la me^me maniere que dans
l’equation de Tutte, l’operation de suppression du brin pointe. Il existe une courbe
simple fermee , entierement contenue dans la face exterieure (sauf pour le point de
l’are^te pointee a ou  traverse a), et telle que le parcours sur  nous fasse passer
d’un co^te a l’autre de a. Coupons la surface le long de  et bouchons le ou les trous
ainsi crees en recollant un ou des disques (voir egalement [5]). Deux cas sont alors
possibles: la coupure deconnecte ou non la surface.
Si sa suppression deconnecte la surface (Figs. 23(a) et (b)), la contribution de ce
cas dans l’equation (20) est u2zf2B1;1(u; z)T0;1(u; z) + P1=2;1(u; z)2g. Si sa suppres-
sion ne deconnecte pas la surface (Figs. 23(c) et (d)), la contribution dans (20) est
u2zP1=2;1;2(u; z) + u2zT0;2(u; u; z).
Le brin pointe n’est pas un isthme: Sachant que le type complet de la carte est
(1,1) (bouteille de Klein), on deduit de la formule (16) que les sous-cartes exterieures
possibles dans la construction du schema de carte bouchent au maximum un trou.
On deduit alors de la formule (14) que ces sous-cartes exterieures sont celles du
Tableau 4 ou elles apparaissent classees par le nombre de trous qu’elles bouchent et
sont representees par un exemple en conguration de pointage maximal.
Consequences sur la classication: Le type de la bouteille de Klein etant 1 (S = 1),
(17) entra^ne 16p62 et 06I62− p. Donc:
 il y a un ou deux polygones: premier critere de classement dans la suite;
 dans chaque cas le type I de la carte interieure va varier selon [0; 2−p]: second
critere de classement.
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Fig. 23. Si le brin pointe est un isthme dont la suppression deconnecte la carte, on obtient soit (a) deux
cartes dessinees sur des plans projectifs, soit (b) deux cartes respectivement sur une bouteille de Klein et
sur une sphere. Si le brin pointe est un isthme dont la suppression ne deconnecte pas la carte, on obtient
soit (c) une carte sur le plan projectif, soit (d) une carte planaire.
Tableau 4
L’ensemble des sous-cartes exterieures possibles (orientables ou non et bouchant au plus un trou)
Nous passons maintenant a la classication des schemas de cartes.
Il y a un seul polygone: Soit p = 1, et donc 06I61.
La sous-carte interieure est de type 1: De (16), on deduit que le schema de cette
carte ne comporte aucune sous-carte exterieure:
Fjp=1SI=B1
= f;g:
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Tableau 5
La carte interieure est une carte de B1; 1
Tableau 6
La carte interieure est une carte de P1=2; 1
De la seconde partie de (13), on deduit alors que la sous-carte interieure est necessaire-
ment non orientable et est donc une carte de B1. (cf. Tableau 5 pour le schema de
carte associe).
On deduit de la Proposition 3 que la contribution de ce type de cartes dans l’equation
(20) est: Y 1jX=B1 .
La sous-carte interieure est de type 1=2: La sous-carte interieure est donc necessaire-
ment une carte dessinee sur le plan projectif P1=2. On deduit de la formule (16) que
la somme des types des sous-cartes exterieures est 1=2. Donc, on deduit du Tableau 4
que les seuls ensembles de sous-cartes exterieures possibles sont:
F p=1SI=P1=2a=1
= fP1=2;1g; F p=1SI=P1=2a=2
= fT0;1;2g
(cf. Tableau 6(a) et (b) pour les schemas de cartes respectivement associes).
La sous-carte interieure est de type 0: La sous-carte interieure est donc une carte de
T0. On deduit de la formule (16) que la somme des types des sous-cartes exterieures
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Tableau 7
La carte interieure est une carte de T0; 1, et il y a un seul polygone
est 1. Donc, on deduit du Tableau 4 que les seuls ensembles de sous-cartes exterieures
possibles sont:
Fp=1SI=T0
a=1
= fB1;1g; Fp=1SI=T0
a=2
= fP1=2;1;2g ou fT0;2g ou fP1=2;1; P1=2;1g
Fp=1SI=T0
a=3
= fT0;1;3g ou fT0;1;2; P1=2;1g; Fp=1SI=T0
a=4
= fT0;1;2; T0;1;2g
(cf. Tableau 7(a), (b), (c) et (d) pour les schemas de cartes respectivement associes.)
Lorsque deux schemas de cartes ne dierent que par leur pointage du polygone, les
rendant non homeomorphes, nous avons represente un seul schema de carte muni de
ces dierents pointages.
Remarque. Par la remarque de la Section 3.3.1 deux schemas de cartes ne dierant que
par leurs plans topologiques de raccordement donnent le me^me terme dans l’equation
(20). C’est le cas de l’avant-dernier terme du second membre de l’equation:
4T0;1;2(u; z)2
1
4!

@4Y1
@T0;1(u; z)4

jX=T0; 1
;
qui est multiplie par un facteur 4. Ce facteur correspond au nombre de facons d’accro-
cher les sous-cartes exterieures au(x) polygone(s) (et qui sont decrites par les plans
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Tableau 8
La carte interieure est une carte de T0; 2, et il y a deux polygones
topologiques de raccordement). Les seuls schemas de cartes possibles sont ceux decrits
Fig. 15 (Section 3.3. et repris Tableau 7(d)), justiant ce facteur 4. Etant donne la
complexite considerablement croissante (lorsque le type augmente, voir Section 4.3)
de la determination de ces dierentes situations permettant l’obtention des coe-
cients entiers de l’equation traitee, nous avons developpe un algorithme qui calcule
automatiquement le nombre de schemas de cartes generes ne dierant que par leurs
plans topologiques de raccordement. Cet algorithme fait l’objet d’un travail en cours
(cf. [6]).
Il y a deux polygones: Il y a deux polygones, soit p = 2, et donc I = 0, et donc
la carte interieure est planaire. On deduit de la formule (16) que la somme des types
des sous-cartes exterieures est 1=2. Une sous-carte bouchant au moins un demi-trou
(cf. Tableau 4), l’ensemble F des sous-cartes exterieures en contient donc une seule.
Par ailleurs, puisqu’il y a deux polygones, cette sous-carte doit avoir au moins deux
pointages. Donc, on deduit du Tableau 4 que le seul ensemble F possible est (cf.
Tableau 8, pour le schema de carte associe):
Fp=1SI=T0
a=1
= fT0;1;2g:
Nous avons egalement implemente en MAPLE l’equation (20), ce qui nous permet
d’obtenir le Tableau 9.
Dans un souci de simplicite, nous n’avons pas detaille tous les termes de l’equation
(20) (qui sont au nombre de 15), mais nous les avons regroupes en les principales
familles de cartes (dont les parametres sont le nombre de polygones et le type de
la carte interieure). On peut constater que les valeurs de B1;1(; z) correspondent bien
evidemment aux resultats calcules a partir de l’equation de Tutte dans [5].
4.3. Equation de composition sur le tore a deux trous
Theoreme 3. La serie generatrice T2;1 des cartes pointees de type complet (2,0) est
solution de l’equation:
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Tableau 9
Enumeration des dierentes classes de cartes liees a l’equation (20)
z Isthme Isthme non- 1 polygone 2 polygones B1; 1(1; z)
separant separant
=1 =1=2 =0 =0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 4 0 0 0 0 4
3 9 55 4 4 11 1 84
4 204 638 112 101 261 24 1340
5 3384 7094 2182 1798 4411 411 19280
6 49788 77966 36478 27746 65159 6147 263284
7 689272 855558 560710 396832 898210 85642 3486224
8 9207936 9409180 8176894 5419298 11890290 1143486 45247084
9 120218270 103852518 115048250 71780803 153401040 14849131 579150012
10 1545046584 1150879346 1577476094 930625248 1945114894 189149058 7338291224
T2;1(u; z) = u2zf2T0;1(u; z)T2;1(u; z) + T1;1(u; z)2g+ u2zT1;2(u; z)
+Y 1jX=T2; 1
+
8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:
T1;1(u; z)Y
(1)
1 jX=T1; 1
+T0;2(u; z)
1
2!
Y
(2)
1 jX=T1; 1
+T0;1;3(u; z)
1
3!
Y
(3)
1 jX=T1; 1
+T0;1;2(u; z)2
1
4!
Y
(4)
1 jX=T1; 1
9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;
+T2;1(u; z)Y
(1)
1 jX=T0; 1 +
8<
:
T1;2(u; z)
+T1;1(u; z)2
9=
; 12!Y (2)1 jX=T0; 1
+
8>><
>>:
T0;3(u; z)
+T1;1;3(u; z)
+3T1;1(u; z)T0;2(u; z)
9>>=
>>;
1
3!
Y
(3)
1 jX=T0; 1
+
8>>>>>>><
>>>>>>>:
4T0;2;3(u; z)
+T0;2;2;2(u; z)
+4T1;1(u; z)T0;1;3(u; z)
+3T0;2(u; z)2
+2T1;1;2(u; z)T0;1;2(u; z)
9>>>>>>>=
>>>>>>>;
1
4!
Y
(4)
1 jX=T0; 1
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+
8>>>><
>>>>:
8T0;1;5(u; z)
+10T0;2(u; z)T0;1;3(u; z)
+10T0;2;2(u; z)T0;1;2(u; z)
+5T1;1(u; z)T0;1;2(u; z)2
9>>>>=
>>>>;
1
5!
Y
(5)
1 jX=T0; 1
+
8><
>:
24T0;1;2(u; z)T0;1;4(u; z)
+12T0;1;3(u; z)2
+15T0;2(u; z)T0;1;2(u; z)2
9>=
>;
1
6!
Y
(6)
1 jX=T0; 1
+T0;1;3(u; z)T0;1;2(u; z)2
49
7!
Y
(7)
1 jX=T0; 1
+T0;1;2(u; z)4
21
8!
Y
(8)
1 jX=T0; 1 + T0;1;2(u; z)


@
@T0;1(u1; z)
Y 2jX=T1; 2

ju1=u2=u
+T1;1;2(u; z)

@
@T0;1(u1; z)
Y 2jX=T0; 2

ju1=u2=u
+fT0;2;2(u; z) + T1;1(u; z)
T0;1;2(u; z)g
8>><
>>:
@
@T0;1(u1; z)
@
@T0;1(u2; z)
Y 2jX=T0; 2
+2
1
2!
@2
@T0;1(u1; z)2
Y 2jX=T0; 2
9>>=
>>;
ju1=u2=u
+
8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
fT0;1;4(u; z) + T0;2(u; z)T0;1;2(u; z)g


@
@T0;1(u1; z)
1
2!
@2
@T0;1(u2; z)2
Y 2jX=T0; 2

ju1=u2=u
+fT0;1;4(u; z) + 2T0;2(u; z)T0;1;2(u; z)g


1
2!
@2
@T0;1(u1; z)2
@
@T0;1(u2; z)
Y 2jX=T0; 2

ju1=u2=u
+fT0;1;4(u; z) + 3T0;2(u; z)T0;1;2(u; z)g


1
3!
@3
@T0;1(u1; z)3
Y 2jX=T0; 2

ju1=u2=u
9>>>>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
+T0;1;3(u; z)T0;1;2(u; z)
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
8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:
2
@
@T0;1(u1; z)
1
3!
@3
@T0;1(u2; z)3
Y 2jX=T0; 2
+2
1
2!
@2
@T0;1(u1; z)2
1
2!
@2
@T0;1(u2; z)2
Y 2jX=T0; 2
+3
1
3!
@3
@T0;1(u1; z)3
@
@T0;1(u2; z)
Y 2jX=T0; 2
+8
1
4!
@4
@T0;1(u1; z)4
Y 2jX=T0; 2
9>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>;
ju1=u2=u
+T0;1;2(u; z)3
8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
@
@T0;1(u1; z)
1
4!
@4
@T0;1(u2; z)4
Y 2jX=T0; 2
+
1
2!
@2
@T0;1(u1; z)2
1
3!
@3
@T0;1(u2; z)3
Y 2jX=T0; 2
+
1
3!
@3
@T0;1(u1; z)3
1
2!
@2
@T0;1(u2; z)2
Y 2jX=T0; 2
+2
1
4!
@4
@T0;1(u1; z)4
@
@T0;1(u2; z)
Y 2jX=T0; 2
+5
1
5!
@5
@T0;1(u1; z)5
Y 2jX=T0; 2
9>>>>>>>>>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
ju1=u2=u
+T0;1;3(u; z)

@
@T0;1(u1; z)
Y 3jX=T0; 3

ju1=u2=u3=u
+T0;1;2(u; z)2
8>>><
>>>:
@
@T0;1(u1; z)
@
@T0;1(u2; z)
Y 3jX=T0; 3
+
1
2!
@2
@T0;1(u1; z)2
Y 3jX=T0; 3
9>>>=
>>>;
ju1=u2=u3=u
ou Y
(n)
1 est la derivee n-ieme de Y 1 par rapport a T0;1(u1; z).
Preuve. Le brin pointe est un isthme: Nous appliquons l’operation de suppression
du brin pointe: Si la coupure deconnecte la surface, la contribution dans (21) est
u2z(2T0;1(u; z)T2;1(u; z) + T1;1(u; z)2)). Si la coupure ne deconnecte pas la surface, la
contribution dans l’equation (21) est u2zT2;1(u; z).
Le brin pointe n’est pas un isthme: Sachant que le type complet de la carte est
(2,0), on deduit de la formule (16) que les sous-cartes exterieures possibles dans la
construction du schema de carte bouchent au maximum deux trous. On deduit facile-
ment de la formule (14) que ces sous-cartes exterieures sont celles du Tableau 10 ou
elles apparaissent classees par le nombre de trous qu’elles bouchent et sont representees
par un exemple en conguration de pointage maximal.
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Tableau 10
L’ensemble des sous-cartes exterieures orientables possibles (bouchant au plus deux trous)
Consequences sur la classication: Le type du tore a deux trous etant 2 (S = 2),
(17) entra^ne 16p63 et 06I63− p, donc:
 il y a un, deux ou trois polygones: premier critere de classement;
 dans chaque cas le type I de la carte interieure va varier dans [0; 3−p]: deuxieme
critere de classement.
Nous ne detaillerons pas ici les 52 termes de l’equation (21). Remarquons simplement
que le nombre de schemas de cartes ne dierant que par leurs plans topologiques de
raccordement (et engendrant donc un coecient entier multiplicateur devant leur terme
commun) devient de plus en plus dicile a calculer a la main: on obtient par exemple
un coecient egal a 49 pour le terme T0;1;3(u; z)T0;1;2(u; z)2 497! Y
(7)
1 jX=T0; 1 .
Nous avons egalement implemente en MAPLE l’equation (21), ce qui nous permet
d’obtenir le Tableau 11.
Dans un souci de simplicite, nous n’avons pas detaille tous les termes de l’equation
(21) (qui sont au nombre de 52), mais nous les avons regroupes en les principales
familles de cartes exhibees par notre classication (en fonction des nombre de poly-
gones et du type de la carte interieure). On peut constater que les valeurs de T2;1(1; z)
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Tableau 11
Enumeration des dierentes classes de cartes liees a l’equation (21)
z Isthme Isthme non 1 polygone 2 polygones 3 poly- T2;1(1; z)
separant separant gones
I = 2 I = 1 I = 0 I = 1 I = 0 I = 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0
20 0 0 0 0 0 0 0 0
30 0 0 0 0 0 0 0 0
40 21 0 0 0 0 0 0 21
543 734 21 21 87 21 33 6 966
62056 16757 1197 1023 3972 1091 1548 310 27954
761164 316449 40917 30581 112075 34575 44597 9718 650076
81452464 5367769 1088523 723312 2520513 862386 1017999 239016 13271982
930146921 85018291 24848740 14863922 49593856 18604017 20220815 5074818 248371380
10571781472 1284439332 511192080 277950339 893664157 363800210 366053772 97559766 4366441128
correspondent bien evidemment aux resultats donnes par Walsh et Lehman dans [22],
et Bender et Caneld dans [12].
5. Conclusion
Nous avons tout d’abord introduit un nouveau concept (le schema de carte), ainsi
qu’une nouvelle operation topologique (l’extraction du schema de carte). Le schema
de carte permet de considerer des familles de cartes pointees ayant la me^me structure
topologique sous-jacente.
Ensuite, nous avons applique cette nouvelle operation topologique a l’obtention des
nouvelles classications des cartes pointees respectivement sur le plan projectif (18),
sur la bouteille de Klein (20) et sur le tore a deux trous (21). Les equations associees,
dites equations de composition, generalisent celles obtenues pour les cartes orientables
de type 0 et 1 dans [1,8], et donnent une classication tres ne de ces familles de
cartes. Une classication aussi ne pourrait e^tre utile pour enumerer des familles de
cartes particulieres, comme on en voit appara^tre par exemple en physique (cf. [19]).
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